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Введение 
Работа посвящена вопросу распределения простых чисел в прогрессиях и 

обобщению формулы Сельберга. К задачам о простых числах обращались 
многие математики, так как эта тема находит широкое приложение при 

решении многих практических задач. Пусть 0 l D  ,  , 1D l  ,

 

 mod

, , 1
p x

p l D

l D x




   – количество простых чисел в арифметической прогрессии 

с начальным членом l  и шагом D , меньших либо равных x . Теорема о 
распределении простых чисел в арифметических прогрессиях, гласящая, что: 

 
 

, ,
ln

x
l D x

D x



, 

где  

 , 1

1
n D

n D

D




   – функция Эйлера, впервые была доказана в 1896 году Валле-

Пуссеном с использованием функций комплексной переменной. 
Доказательство, не использующее комплексный анализ, было найдено лишь в 
1950 году Атле Сельбергом [1], [2]. Однако, для обоснования  более сильной 
оценки, например 

 
 

  2

1
, ,

ln

x
l D x li x O

D x




 
   

 
, 

где  
2
ln

x
dt

li x
t

  , доказательство Сельберга сильно усложняется.  

Целью работы является рассмотрение оценок, необходимых для 
доказательства усиленной теоремы о распределении простых чисел в 

арифметических прогрессиях по методу А. Сельберга.  
В работе используются следующие обозначения: 

f , g  – арифметические функции; 

 D  – функция Эйлера; 

 – арифметическая функция, тождественно равная единице; 

 n  – функция Мангольдта; 

    1

2

1, 1,

1 , ... ,

0, |

r

r

n

n n p p

p n



 


  



 – функция Мёбиуса; 

 n  – характер Дирихле; 

f g  – свёртка Дирихле:     
|d n

n
f g n f d g

d

 
   

 
 . 

Для достижения поставленной цели, необходимо решить следующие 
задачи: 
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1. Доказать ряд лемм, необходимых для доказательства усиленной 
теоремы о распределении простых чисел в арифметических 
прогрессиях по методу А. Сельберга. 

 
2. Доказать следующую  

основную теорему: 

 
  1

2

1
, ,

ln ln

x
dt x

l D x O
D t x


 

 
   

 
 , 

для любого 
3

2
  . 

 
В работе сформулированы ряд лемм и представлено доказательство теоремы. 
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Основная часть 
 

Для доказательства сформулированной основной теоремы  был доказан 
ряд лемм, приведем их формулировки и доказательства. 
Определение. Функцией порядка h будем называть функцию вида 

 2... , ln,ln ,...

h

f W      , где W  – некоторый полином от нескольких 

переменных. 

В дальнейшем   всегда будет означать неглавный характер, если только 

не оговаривается обратное. 
Лемма 1. Пусть функция f  имеет порядок h . Тогда 

     1lnh

n x

n f n O x x 



 . 

Доказательство. Лемма доказывается индукцией по h , с помощью 

обобщённого метода гиперболы Дирихле, подробно описанного в статье [3].  
Лемма 2. Пусть 

1 3k  , 
2 3k   и 

1 2k k k  . Тогда функция 

 
   

1 21 11

1 2

1 !
ln ln ln

1 ! 1 !

k kk k

k k

  
   

 
 

имеет порядок 3k  . 
Доказательство. Лемма доказана в статье [4]. 
Лемма 3. Пусть 

1 3k  , 
2 3k   и 

1 2k k k  . Тогда 

    1lnk

n x

n n n 



   

 
   

         1 2

1 2

1 1 4

1 1 1 2 2 2

1 2

1 !
ln ln ln

1 ! 1 !

k k k

n n x

k
n n n n n n O x x

k k
   




   

 
 . 

Доказательство. Лемма следует из леммы 1 и леммы 2. 
Лемма 4. Пусть 

1 3k  , 
2 3k   и 

1 2k k k  . Тогда 

 
 

   
   1 2

1 2

1 11

1 1 2 2

1 2

1 !
ln ln ln

1 ! 1 !

k kk

n x n n x

k
n n n n n n

k k

 

 


    

 
   

 1 42 ln lnk k

n x

n O x x 



  . 

Доказательство. Лемма доказана в статье [4]. 
Положим теперь 

     ,
n x

x n n  


  , 

     , lnk

k

n x

x n n n  


  . 

Лемма 5. Пусть 
1 3k  , 

2 5k   и 
1 2k k k  . Тогда 

 
 

   
 2

1

1 4

1 1

1 2 1

1 !
, , ln ln

1 ! 1 !

x

k k

k k

k x
x d O x x

k k
     



 

 

  
  

   
 . 

Доказательство. Лемма доказывается аналогично теореме 2 из статьи [4]. 
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Пусть для произвольного 
3

2
   

 
 

1

,
, max ln

t x

t
A x t

t

 


 
 . 

Лемма 6. Для любого 1x   имеем 

 
 

2

5

5

1

,
, ln

ln

x A xdt
t Cx x

t x


 

 
  

 
 , 

где C  – некоторая абсолютная константа. 
Доказательство. Несложно видеть, что 

       5 2 2

1 1 1

, 30 , ,

x x x

n t

dt x dt dt
t t n f n

t t t t
      



 
  

 
   ,    (1) 

где 5 2 2ln 30 ln lnf      . А поскольку по лемме 3    2ln
n t

f n O t t


 , то из 

равенства (1) получаем, что 

     2

5 2 2

1 1

, 30 , , ln

x x
dt x dt

t t O x x
t t t

     
 

  
 

  .   (2) 

Так как      2

2

1

, , ln 2 , ln

x
dt

x x x t t
t

         и 
3

2
  , то получаем 

 
 2

2

,
, ln

ln

A x
x O x x

x


 

 
  

 
. 

Отсюда получаем, что  

 
 

2

5

2 2

1

,
, , ln

ln

x A xx dt
t O x x

t t x


   

   
          

 . 

Подставляя последнее равенство в (2), получаем утверждение леммы. 
Лемма 7. Для любых 1x   верно неравенство 

 
 2

2

1

,
,

ln

x A xdt
t O x

t x


 

 
  

 
 . 

Доказательство. Очевидно, что 

     
1

, ln ln ln

kx

k

n x

dt x x
t n n x

t n n
  



 
    

 
  

        1

11

ln , 1 ln ln

x k
ik k i k

i n x

kdt x
x t x n n

it n
   

 

 
    

 
  .  (3) 

Для упрощения записи доказательства теоремы положим 

 
 

 

2

1
1

1 ln
, max ,

,

t

t x

t d
V x

t A t

 
   

  

 
  

 
 . 
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Теперь оценим     1lnk

n x

x
n n

n
 



 . С помощью (4) получаем 

         1 1

1 1

ln ln 1 , ln

x t

k k k

n x

x d x dt
n n x k k

n t t


   



 





 
    

 
  

 

 
 2

1 1

2

1

,
, ln ln

ln

x x

k k

x

tA t x dt x
O V x dt

t t t t


  

 
   

 
 

   

 
 

 
 2 2

1 1

2 2 2

1

, ,
, ln ln ,

ln ln

x

k kA x A xd
O xV x x x O xV x

x x 

 
  



 
   

      
  

 . 

Подставляя это выражение в (3) получаем 

     
 2

1

2

1 1

,
, ln , , ln

ln

x x

k k

k

A xdt dt
t x t O xV x x

t t x


     

 
   

 
  . 

Используя последнее равенство при 5k   и лемму 6, получаем, что 

 
 

 
 2 2

5 5 1

2 2

1

, ,
ln , ln , ln

ln ln

x

kA x A xdt
x t O x x xV x x

t x x 

 
   

 
  

 
 , 

откуда следует, что при достаточно больших x  верно неравенство 

 
   

2

1

1 ln 1
, ,

, 2

x
x dt

t C V x
x A x t



  


 
  

 
 . 

Из последнего неравенства и определения  ,V x  немедленно следует, что 

   , 1V x O  , 

откуда следует утверждение леммы. 

Лемма 8. Пусть 
1x x x  . Тогда верно неравенство 

   

1

2

2 2

, ,

ln

x

x

t A x
dt K

t x

  
 , 

где K  – некоторая абсолютная константа. 

Доказательство. Пусть  
 

1n

n
L

n








 ,   
 

1

1

ln

n

n n
L

n








 . Эти ряды 

сходятся, а также   0L    [5]. Несложно видеть, что 

 
 

1

n x

n
L O

n x






 
   

 
 , 

 
 1

ln ln

n x

n n x
L O

n x






 
   

 
 .  (4) 

Используя мультипликативнось  , получаем: 

   
 

     

|

ln

xn x n x d n e x
d

e

n n n e d d
d

n n e d
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 2 2

1 1

1
, , ln ,

x x

e e

e x n x e x

e ee x dt dt
t n n t

e x e t x e t

 
      

  

 
  

     
  

 

    , 

что с учётом (4) даёт: 

   
 

 1 2

1

ln 1
ln ,

x

e

n x e x

ex dt
L O n n t

x x e t


   

 

 
   

 
   .   (5) 

Учитывая теперь, что 

 
     2 2

1 1 1

, 1
ln ,

x x t

n x

t x dt d
dt n n

t x n t

  
   



     ,  (6) 

 имеем:

 
 

       2

1

1
, ln

x

e

xe x e x
d

e

e dt x
t e d d

e t x ed


   

 


    
 

 
   

 
 2 2

1 1 1 1

1
, ln ln ,

x

t x te

xe x n x
e

t

e edt d x dt d
n n

e t x n e t

  
      

  


        . 

Используя теперь (4) и лемму 7, получаем, что 

 
     2 2

1 1 1 1

, ,

x t x t

x
e

t

e dt d t dt d
L O

e t x t

  
      

 


  
    

  
     

       2 2

1 1 1 1

, ,

x t x t
t dt d dt d

L O L
x t t

 
       

 

  
     

  
     

 
   

 2 2

2 2 2

1 1 1

, ,
,

ln ln

x x tA x A xdt dt d
O L O

x t t x 

 
   



   
     

   
   . 

Учитывая теперь, что    ln ln
n x

n n O x


 ,      2ln ln
n x

x
n n O x

n




  , и 

  0L   , получаем из (5): 

 
 
 

 2

1

2 2

1 1

,
,

ln

x t L A xdt d
O

t L x

 
  

 

 
   

 
  . 

Подставляя последнее выражение для  2

1 1

,

x t
dt d

t


  

   в (6), с использованием 

леммы 7 получаем, что 

   
 

 2

1

2 2

1

, ,

ln

x t L A x
dt O

t L x

   



 
   

 
 , 

откуда немедленно следует утверждение леммы.
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Определим теперь  x  следующим образом: 

 
 ,

8
ln

A x
x K

x


  . 

Лемма 9. Для достаточно больших x  на интервале 
 

;
x

xe x
 

 
 существует 

точка 
0y  такая, что 

   0

0

, ,1

8 ln

y A x

y x

  
 . 

Доказательство. Лемма легко следует из леммы 8. 

Лемма 10. Для достаточно больших x  на интервале 
 

;
x

xe x
 

 
 существует 

подынтервал 
 

128
1 1;

x

Ky y e

 
 
  

 такой, что  

   , ,1

2 ln

t A x

t x

  
 , 

где t  принадлежит этому подынтервалу. 

Доказательство. Пусть 5 2 2ln 30 ln lnf      . Тогда из леммы 4 получаем, 

что 
52lnf r  , 

   2ln
n x

r n O x x


 . 

Применяя преобразование Абеля, получаем 

 
   5 5 6 3 4 3

2 2 22 2

1
5

ln ln ln ln ln ln

x x

n x n x n t

r n dt x dt x
r n r n O O

n x t t x t x     

   
       

  
    . 

Отсюда следует 

 
  2 2

5 3
2

ln ln
30 2 1

ln lnn x n x n x

n x
n O

n x   

   
     

 
   , 

что даёт для любых 
1x и 

2x , 
1 2x x  

      2
2 1 2 1 3

2

2
ln

x
x x x x O

x
 

 
     

 
. 

Из последнего равенства и того, что   1n   получаем 

    2
2 1 2 1 3

2

, , 2
ln

x
x x x x O

x
   

 
     

 
. 

По лемме 9 для достаточно больших x  на интервале 
 

;
x

xe x
 

 
 существует 

точка 
0y  такая, что 
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   0

0

, ,1

8 ln

y A x

y x

  
 . 

Теперь если 128 128
0 0

K Ky e y y e
 



  , то из (12) имеем 

   0 0 3
, , 2

ln

x
y y y y O

x
   

 
     

 
, 

откуда 

   00 0

3

0

,,
2 1

ln

yy y y x
O

y y y y y x

    
     

 
. 

Из последнего неравенства получаем 

   0128 128
3

0

,, 1
2 1

ln
K K

yy
e e O

y y x

       
      

  
. 

Учитывая теперь, что 
   0

0

, ,1

8 ln

y A x

y x

  
  и 128 1281

128
K Ke e

K

 


  , а так же что 

16K  , получаем 

       
1 1

8 8
128 128

3

, , , ,1 1 1

8 ln 64 ln 8 ln 64 2 ln
K K

y A x A x A xe e
e e O

y x K x x K x

 

  

      
      

 
. 

Таким образом, лемма доказана. 
Лемма 11. Пусть 1k   . Тогда для достаточно больших x  верно неравенство 

 

 

 
 

1 1, 1
ln , 1 ln

512x x

x x

k k

xe xe

t dt dt
t A x t

t t K t 

 


 

   
  

 
  . 

Доказательство. Используя лемму 10, получаем 

 

 

 

 

 
 

 

 

128
1 1

1
128

1

1 1 1 1ln ln ln ln

x

K

x x x

K

y y ex x

k k k k

yxe xe
y e

R t R t R t R tdt dt dt dt
t t t t

t t t t t t t t



   

           

 

   

 

 

 
 1

128 128
1 1

1 1 11 1
ln ln 1 ln

ln 2 ln 256 lnx x x

K K

y x x

k k k

xe
y e y e

A x A x A xdt dt dt
x x x x

x t t x t K x  

  




  

 
   

      
  

 

  

. 
Если теперь x  достаточно велик, то 

 
 

    
 

1 11 1
1 ln 1 ln

256 ln 512 x

x
xk k

xe

A x dt
x x A x xe

K x K t








     
      

   
  

 
 

11
1 ln

512 x

x

k

xe

dt
A x t

K t





  
  

 
 . 

Таким образом, лемма доказана. 
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Доказательство основной теоремы. Пусть теперь 
1 4k  . Тогда из леммы 11 

легко следует, что 

 
 1 11 1

1 1

, 1
ln , 1 ln

1024

x x

k kt dt dt
t A x t

t t K t

 
   

  
 

  , 

откуда 

 
 1 2 1 21 1 1 1

1 1

, 1
ln ln , 1 ln ln

1024

x x

k k k kt x dt x dt
t A x t

t t t K t t

 
     

  
 

  .  (7) 

С помощью преобразования Абеля получаем 

       1 2

1

1

, , ln 1 , ln

x

k k

k

dt
x x x k t t

t
      

      

    1 2, ln , lnk kx x O xA x x      .    (8) 

Из последнего равенства следует, что 

  2 1 2

1

1 1 1 2

1

1 1

, ln , ln ln , ln

x x

k k k k

k

x x x
d d O xA x x        

  

    



   
     

   
   

 
  1 21 1 2

1

,
ln ln , ln

x

k k kt x dt
x t O xA x x

t t t

 
     , 

где 
x

t


 , откуда, учитывая лемму 5 и (8) получаем 

 
 

   
 

1 21 11

1 2 1

1 ! ,
, ln ln ln

1 ! 1 !

x

k kk k t x dt
x x x t

k k t t t

 
    

 
    

  2, lnkO xA x x   .     (9) 

Учитывая неравенство (7), получаем из (9) 

 
 

   
  1 21 11

1 2 1

1 ! 1
, ln , 1 ln ln

1 ! 1 ! 1024

x

k kk k x dt
x x x A x t

k k K t t

        
   

   


 
  2, lnkO xA x x   , 

другими словами, 

     
   

 
  1

1 2

1 2

, , 1 ! ,1
1 , ln

1024 ln 1 ! 1 ! ln

x A x k A x
k k O x

x K x k k x 

   
    

       
    

. 

Но учитывая, что 

 
   

 
1

1 2

1 2

1 !
lim , 1

1 ! 1 !k

k
k k

k k





  

 
, 

получаем, что при достаточно больших 
1k  и x  верно неравенство 

   , ,1
1

2048 ln

x A x

x K x

   
  
 

, 

откуда, вспоминая определение  ,A x , получаем, наконец 
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1

, ,
ln max ln

t x

x t
x t

x t

    

 
 . 

Отсюда немедленно следует, что 

 
 

,
ln 1

x
x O

x

 
 , 

другими словами, 

 ,
ln

x
x O

x
 

 
  

 
, (10) 

для любого 
3

2
   и неглавного характера  . Для главного характера по 

модулю D  имеем: 

       0

|

ln
, ln ln

ln lnp D

x x
x x p x O x x O

p x
   

   
        

  
 , 

любого 
3

2
  , где мы использовали оценку 

 
ln

x
x x O

x


 
   

 
, (11) 

3

2
  , доказанную нами в прошлой работе (см [3], [4]). 

Пусть теперь 0 l D  ,  , 1D l  . Используя известные свойства 

характеров [6] и оценки (10) и (11), получаем 

   

 

 
   

 
mod

1
, ,

lnn x n x

n l D

x x
l D x n n n O

D D x


 
  



 
       

 
  . 

Отсюда, с помощью преобразования Абеля, следует, что 

 

 

 

 

 
mod mod

, , 1
lnp x n x

p l D n l D

n
l D x O x

n


 

 


      

     
   2 2 1

2 2

, , , ,

ln ln ln ln ln

x xl D x l D t dt x dt x
O x O

x t t D x D t x

 

  

 
       

 
   

  1

2

1

ln ln

x
dt x

O
D t x 

 
   

 
 , 

для любого 
3

2
  . Таким образом, основная теорема доказана. 
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Заключение 
 
Работа посвящена решению задачи о распределении простых чисел в 

арифметических прогрессиях методами теории функций вещественной 
переменной. В работе рассмотрены свойства свёртки Дирихле, которая, за счёт 
своей связи с мультипликативной структурой натуральных чисел оказывается 

одним из ключевых инструментов доказательства теоремы о распределении 
простых.  

В работе использованы свертка Дирихле,  функции Чебышёва и доказаны: 

 ряд лемм, необходимых для доказательства усиленной теоремы о 
распределении простых чисел в арифметической прогрессии 
методом А. Сельберга; 

 усиленная теорема о распределение простых чисел в прогрессиях: 

 
  2 1

2

1
, ,

ln ln

x
dt x

l D x O
D t x


 

 
   

 
 , 

для любого 
3

2
  . 

 

Перспективой для дальнейшего научного исследования по этой теме 
является дальнейшее упрощение доказательства и усиление теоремы о 
распределении простых чисел в арифметических прогрессиях. Полученные 
результаты могут найти приложение в развитии теории простых чисел, а также 
при решении других задач данной области. 
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